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УДК 629.7.05 
Ю. А. ПЛАКСІЙ, І. О. ГОМОЗКОВА 
НОВІ ДВОЧАСТОТНІ ЕТАЛОННІ МОДЕЛІ ОБЕРТАННЯ ТВЕРДОГО ТІЛА ДЛЯ ТОЧНОСНОГО 
АНАЛІЗУ АЛГОРИТМІВ ОРІЄНТАЦІЇ БІНС 
Запропоновано нові аналітичні представлення розв’язків рівнянь обертання твердого тіла і основані на них неперервні двочастотні еталонні 
моделі обертання. Отримано аналітичні залежності для квазікоординат і компонент кватерніона, що відповідають такому обертальному ру-
ху. Для декількох наборів параметрів отримано чисельні реалізації моделей і проведено чисельний аналіз поведінки оцінки похибки дрейфу 
для алгоритму орієнтації третього порядку. Показано, що тестовий обертальний рух на основі двочастотних еталонних моделей приводить 
до значно більшої похибки визначення орієнтації, ніж це має місце при регулярній прецесії. 
Ключові слова: кватерніон, еталонна модель, тестовий рух, квазікоординати, траєкторії в конфігураційному просторі, алгоритм оріє-
нтації, похибка дрейфу. 
Ю. А. ПЛАКСИЙ, И. А. ГОМОЗКОВА 
НОВЫЕ ДВУХЧАСТОТНЫЕ ЭТАЛОННЫЕ МОДЕЛИ ВРАЩЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА ДЛЯ 
ТОЧНОСТНОГО АНАЛИЗА АЛГОРИТМОВ ОРИЕНТАЦИИ БИНС 
Предложены новые аналитические представления решений уравнений вращения твердого тела и основанные на них непрерывные двухчас-
тотные эталонные модели вращения. Получены аналитические зависимости для квазикоординат и кватерниона, соответствующего такому 
вращательному движению. Для нескольких наборов параметров получены численные реализации моделей и проведен численный анализ по-
ведения оценки погрешности дрейфа для алгоритма ориентации третьего порядка. Показано, что тестовое вращательное движение на основе 
двухчастотных эталонных моделей приводит к значительно большей погрешности определения ориентации, нежели это имеет место при ре-
гулярной прецессии. 
Ключевые слова: кватернион, эталонная модель, тестовое движение, квазикоординаты, траектории в конфигурационном пространст-
ве, алгоритм ориентации, погрешность дрейфа. 
YU. A. PLAKSIY, I. A. HOMOZKOVA 
NEW TWO-FREQUENCY REFERENCE MODELS OF RIGID BODY ROTATION FOR ERROR 
ANALYSIS OF SINS ORIENTATION ALGORITHMS 
New analytical representations of solutions of the equations of rigid body rotation and continuous two-frequency reference models of rotation based on 
them are proposed. Analytical dependences are obtained for the quasi-coordinates and the quaternion corresponding to such rotational motion. For 
several sets of parameters the models are implemented numerically and the behaviour of the drift error for the third-order orientation algorithm is nu-
merically analyzed. It is shown that the test rotational motion based on the two-frequency reference models leads to a much larger error in determining 
orientation than is the case with regular precession. 
Key words: quaternion, reference model, test motion, quasicoordinates, trajectories in configuration space, algorithm of orientation, drift error. 
Вступ. Як вбачається з [1], проблема розробки ефективних алгоритмів безплатформених інерціальних наві-
гаційних систем (БІНС) в теперішній час вважається вичерпаною. Зусиллями багатьох дослідників розроблено 
значну кількість алгоритмів БІНС, зокрема алгоритмів орієнтації [2 – 4]. Однак, задача отримання коректних 
оцінок похибок розроблених алгоритмів орієнтації і вибору найкращого алгоритму для конкретного рухомого 
об’єкту є все ж актуальною. Для оцінювання методичних похибок алгоритмів орієнтації традиційно застосову-
ються тестові рухи твердого тіла, такі як регулярна прецесія та конічне обертання [5, 6], для яких ідеальні сиг-
нали з виходів гіроскопів і відповідні параметри орієнтації задаються в аналітичному вигляді. Розроблено також 
методики оптимізації коефіцієнтів алгоритмів орієнтації під конічний рух [7 – 9] або під регулярну прецесію 
[10] шляхом мінімізації локальної похибки обчисленого дрейфу. Такі оптимізовані алгоритми в умовах рухів, 
під які були відкоректовані їх коефіцієнти, на 2 порядки точніші, ніж відповідні неоптимізовані алгоритми, але в 
умовах довільного руху вони демонструють більш низьку точність, поступаючись відповідним неоптимізованим 
алгоритмам. При цьому оптимізовані в умовах конічного руху алгоритми орієнтації незалежно від їх порядку 
точності у випадку довільного руху є алгоритмами 3-го порядку точності [1]. Оскільки конічний рух вбачається 
достатньо ідеалізованим для опису руху реальних об’єктів, була зроблена спроба оцінювання ефективності ви-
користання алгоритмів орієнтації з оптимізованими під конічний рух коефіцієнтами в умовах більш загальних 
видів руху. При цьому дослідження проводились як в напрямку ускладнення детермінованого руху об’єкта, так і 
в напрямку переходу до стохастичного опису руху. В роботі [11] представлені результати дослідження похибок 
визначення кутової орієнтації об’єкта в умовах узагальненого конічного руху, коли складові кутової швидкості 
об’єкта описуються  еліптичними функціями Якобі. Наведені результати підтверджують той факт, що алгоритми 
з оптимізованими для конічного руху коефіцієнтами втрачають оптимальність в умовах більш складного руху. 
Тестові рухи, для яких оптимізуються коефіцієнти алгоритмів орієнтації, – це фактично відомі розв’язки 
сукупності динамічних і кінематичних рівнянь твердого тіла. Аналітичні розв’язки рівнянь обертання твердого 
тіла, відмінні від класичних, представлені в роботах [12, 13]. В даній роботі розглядаються нові двочастотні 
розв’язки рівнянь обертання твердого тіла, основані на мультиплікативних аналітичних представленнях компо-
нент кватерніона орієнтації, і наводяться побудовані на цих розв’язках неперервні еталонні моделі обертання. 
 
Постановка задачі. Розглядається обертальний рух твердого тіла навколо його центру мас, який описуєть-
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ся системою динамічних рівнянь  
1 1 2 1 2 3 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),I t I I t t M tω ω ω− − =ɺ  (1, 2, 3) ,                                                  (1) 
де iI , 1, 2, 3i =  – моменти інерції твердого тіла; ( )iM t , 1, 2, 3i =  – проекції вектора головного моменту; iω , 
1, 2, 3i =  – проекції вектора абсолютної кутової швидкості ( )tω  на зв’язані осі; (1, 2, 3)  – символ кругової пере-
становки індексів і кінематичного кватерніонного рівняння 
( ) 0,5 ( ) ( )t t tωΛ = Λɺ  ,                                                                             (2) 
де 0 1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ))t t t t tλ λ λ λΛ =  – кватерніон орієнтації; 1 2 3( ) (0, ( ), ( ), ( ))t t t tω ω ω ω=  – кватерніон кутової шви-
дкості;   – символ кватерніонного множення.  
Необхідно отримати двочастотні розв’язки системи рівнянь (1), (2) у вигляді аналітичних залежностей 
1 2( , , )i i k k tω ω= , 1, 2, 3i = , 1 2( , , )j j k k tλ λ= , 0,3j =  і основані на цих розв’язках параметричні аналітичні ета-
лонні моделі обертання твердого тіла у вигляді сукупності квазікоординат 
1
* ( ) ,
n
n
t
ni i
t
t dtθ ω
−
= ∫   1, 2, 3i =                                                                        (3) 
на такті обчислень 1[ , ]n nt t−  і модельного кватерніона орієнтації ( )tΛ , що відповідає цим кутовим рухам. 
Методика отримання аналітичних еталонних моделей детально описана в [13]. Вона основана на представ-
ленні модельного кватерніона орієнтації 0 1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ))t t t t tλ λ λ λΛ =  тригонометричними функціями кутів лі-
нійних поворотів ik t , що забезпечує виконання умови нормування модельного кватерніона ( ) 1tΛ = . 
В даній роботі розглядаються два нові двочастотні розв’язки рівнянь обертання твердого тіла, основані на 
тригонометричних представленнях модельного кватерніона орієнтації, і наводяться побудовані на цих 
розв’язках неперервні еталонні моделі обертання. 
 
Нові двочастотні розв’язки рівнянь обертання твердого тіла. 
Перший двочастотний розв’язок. Задамо аналітичний розв’язок кінематичного рівняння (2) у вигляді: 
0 1 2( ) cos( ) cos( )t k t k tλ η= ⋅ ; 1 1 2 1 2( ) cos( ) sin( ) sin( ) cos( )t k t k t k t k tλ ξ= ⋅ − ⋅ ; 
2 1 2 1 2( ) cos( ) cos( ) sin( ) sin( )t k t k t k t k tλ ξ= ⋅ + ⋅ ; 3 1 2( ) cos( ) sin( )t k t k tλ η= ⋅ ,                                 (4) 
де 1k , 2k  – невідомі частоти 1 2( )k k≠ ; η  і ξ  – параметри, для яких виконується умова 2 2 1η ξ+ = . 
Для цього представлення кватерніона орієнтації згідно оберненого кінематичного рівняння 
( ) 2 ( ) ( )t t tω = Λ Λ ɶ ɺ , 
де ( )tΛɶ  – спряжений кватерніон, отримаємо, що проекції вектора кутової швидкості твердого тіла на зв’язані осі 
набувають вигляду: 
1 1 2( ) 2 cos(2 )t k k tω η= − ; 2 1 2( ) 2 sin(2 )t k k tω η= ; 3 1 2( ) 2 2t k kω ξ= − + .                                  (5) 
Отриманий аналітичний розв’язок рівнянь обертання (1), (2) відповідає початковим умовам 
(0) ( , 0, , 0)η ξΛ = , 1 1 2(0) ( 2 , 0, 2 2 )k k kω η ξ= − − + . При цьому перша та друга компоненти вектора кутової швид-
кості змінюються за гармонійним законом, а третя компонента є постійною, як це має місце при класичній регу-
лярній прецесії динамічно симетричного твердого тіла 1 2 3( )I I I= ≠ . Дійсно, у випадку 1 2 3I I I= ≠  для кінетич-
ного моменту твердого тіла K

 будемо мати 2 2 2 2 2 21 1 3 1 24 4 ( )K k I I k k constη ξ= + − + = . Однак, як це буде показано 
далі, запропонований розв’язок (4), (5) є більш узагальненим випадком обертального руху твердого тіла. 
Для цього розв’яжемо обернену задачу динаміки, тобто знайдемо зовнішні моменти, які забезпечують рух 
твердого тіла з компонентами кутової швидкості (5). Отримаємо з (1): 
1 1 2 1 2 2 3 1 2( ) 4 sin(2 )( ( )( ))M t k k t I k I I k kη ξ= + − − ; 2 1 2 2 2 3 1 1 2( ) 4 cos(2 )( ( )( ))M t k k t I k I I k kη ξ= + − − + ; 
2 2
3 1 2 1 2( ) 2 sin(4 )( )M t k k t I Iη= − .                                                               (6) 
Очевидно, що в загальному випадку несиметричного твердого тіла його рух під дією моментів (6) не є ві-
льним обертанням. Для динамічно симетричного твердого тіла у випадку, коли 1 2I I= , знайдемо проекції зов-
нішнього моменту, що підтримує регулярну прецесію: 
1 1 2 3 2 1 3 1( ) 4 sin(2 )( ( ) )M t k k t I k I I kη ξ= + − ; 2 1 2 3 2 1 3 1( ) 4 cos(2 )( ( ) )M t k k t I k I I kη ξ= + − ; 3 ( ) 0M t = .           (7) 
Очевидно, що тільки в умовах, коли 3 2 1 3 1( ) 0I k I I kξ+ − =  ( 1 0k ≠ , 2 0k ≠ , 0η ≠ ), рух твердого тіла з прое-
кціями кутової швидкості (5) є класичним випадком регулярної прецесії. Це має місце, якщо параметр ξ  набу-
ває значення: 
3 2
3 1 1( )
I k
I I k
ξ =
−
. 
Розглянемо загальний випадок розв’язку (4), коли 0η =  ( 1)ξ = ± . При цьому маємо вільний обертальний 
рух твердого тіла ( 0iM = , 1, 2, 3i = ) з постійною кутовою швидкістю навколо третьої осі:  
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1( ) 0tω = ; 2 ( ) 0tω = ; 3 1 2( ) 2 2t k kω ξ= − + .                                                         (8) 
Кватерніон орієнтації для цього випадку руху має вигляд 
2 1 2 1( ) (0, sin(( ) ), cos(( ) ), 0)t k k t k k tΛ = − − ,                                                        (9) 
тобто (0) (0, 0, 1,0)Λ = . 
Якщо в загальному випадку розв’язку (4) покласти 0ξ = , 1η = , отримаємо, що це рух твердого тіла під 
впливом моменту 21 2 2 1 2 3 1 2 2 2 3 1 1 2 1 2( ) (4 sin(2 )( ), 4 cos(2 )( ), 2 sin(4 )( ) )M t k k k t I I I k k k t I I I k k t I I= − + + − −

, який ха-
рактеризується вектором кутової швидкості 1 2 1 2 2( ) ( 2 cos(2 ), 2 sin(2 ), 2 )t k k t k k t kω = −

 і кватерніоном орієнтації 
1 2 1 2 1 2 1 2( ) (cos( ) cos( ); sin( ) cos( ); sin( ) sin( ), cos( ) sin( ))t k t k t k t k t k t k t k t k tΛ = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ . Тоді для кінетичного моменту тве-
рдого тіла K

 будемо мати 2 2 2 2 2 2 2 21 1 2 2 2 3 24 ( cos (2 ) sin (2 ) 4 )K k I k t I k t I k const= + + ≠ , тобто регулярна прецесія не 
спостерігається. Для динамічно симетричного твердого тіла 1 2( )I I=  отримаємо: 2 2 2 2 21 1 3 24 4K k I I k const= + = , 
тобто у цьому випадку має місце вимушена регулярна прецесія. 
 
Другий двочастотний розв’язок. Аналітичний розв’язок кінематичного рівняння (2) задамо у вигляді: 
0 1 2 1 2( ) cos( ) cos( ) sin( ) sin( )t k t k t k t k tλ η ξ= ⋅ + ⋅ ; 1 1 2( ) cos( ) sin( )t k t k tλ = ⋅ ; 
2 1 2( ) sin( ) cos( )t k t k tλ = ⋅ ; 3 1 2 1 2( ) cos( ) cos( ) sin( ) sin( )t k t k t k t k tλ ξ η= ⋅ − ⋅ ,                               (10) 
де 1k , 2k  – невідомі частоти 1 2( )k k≠ ; η  і ξ  – параметри, для яких виконується умова 2 2 1η ξ+ = . 
Відповідний розв’язок динамічних рівнянь (1) згідно оберненого кінематичного рівняння (2) матиме ви-
гляд: 
1 1 2 2( ) 2 cos(2 ) 2t k k t kω ξ η= + , 2 1 2 2( ) 2 cos(2 ) 2t k k t kω η ξ= − , 3 1 2( ) 2 sin(2 )t k k tω = − .                   (11) 
Зазначимо, що перша та друга компоненти вектора кутової швидкості містять постійні складові, а третя 
компонента змінюється за гармонійним законом і не залежить від параметрів η  і ξ . Цей розв’язок відповідає 
початковим умовам: (0) ( ,0,0, )η ξΛ = , 1 2 1 2(0) (2 2 , 2 2 , 0)k k k kω ξ η η ξ= + − . Оскільки жодна компонента вектора 
кутової швидкості (11) в загальному випадку значень параметрів η  і ξ  не є постійною, то таке обертання суттє-
во відрізняється від випадків регулярної прецесії та конічного руху.  
Знайдемо моменти, під дією яких відбувається рух твердого тіла з компонентами кутової швидкості (11): 
1 1 2 1 2 2 3 1 2 2( ) 4 sin(2 )( ( )( cos(2 ) ))M t k k t I k I I k k t kξ η ξ= − − − − ; 
2 1 2 2 2 3 1 1 2 2( ) 4 sin(2 )( ( )( cos(2 ) ))M t k k t I k I I k k t kη ξ η= − − − + ; 
3 3 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 2( ) 4 cos(2 ) 4( )( cos(2 ) )( cos(2 ) )M t I k k k t I I k k t k k k t kξ η η ξ= − − − + − .                       (12) 
Розглянемо частинний випадок розв’язку (10), коли 0η = , 1ξ = . Для кватерніона орієнтації матимемо: 
1 2 1 2 1 2 1 2( ) (sin( ) sin( ); cos( ) sin( ); sin( ) cos( ); cos( ) cos( ) )t k t k t k t k t k t k t k t k tΛ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , а вектор кутової швидкості набуває 
вигляду: 1 2 2 1 2( ) (2 cos(2 ); 2 ; 2 sin(2 ))t k k t k k k tω = − −

. Даний обертальний рух відбувається під дією вектора мо-
менту 21 2 1 2 3 2 1 3 1 2 1 2 1 2 3 2( ) ( 4 ( )sin(2 ); 2 ( )sin(4 ); 4 ( ) cos(2 ))M t k k I I I k t k I I k t k k I I I k t= − + − − − −

. Початкові умови ру-
ху: ( ) (0; 0; 0; 1)tΛ = , 1 2( ) (2 ; 2 ; 0)t k kω = −

. Для динамічно симетричного твердого тіла 1 3I I=  цей рух є виму-
шеною регулярною прецесією 2 2 2 2 21 1 2 2( 4 4 )K I k I k const= + = . 
Якщо у розв’язку (10) задати значення параметрів 1η = , 0ξ = , то отримаємо розв’язок динамічних рівнянь 
(1) у вигляді: 
2 1 2 1 2( ) (2 ; 2 cos(2 ); 2 sin(2 ))t k k k t k k tω = −

, 
а кватерніон орієнтації при цьому має вигляд: 
1 2 1 2 1 2 1 2( ) (cos( ) cos( ); cos( ) sin( ); sin( ) cos( ); sin( ) sin( ))t k t k t k t k t k t k t k t k tΛ = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ . 
Цей обертальний рух відбувається під дією зовнішнього моменту  
2
1 2 3 2 1 2 1 2 3 2 1 2 1 2 3 2( ) (2 ( ) sin(4 ); 4 ( ) sin(2 ); 4 ( ) cos(2 ))M t k I I k t k k I I I k t k k I I I k t= − − + − − − +

 
з початковими умовами: ( ) (1; 0; 0; 0)tΛ = , 2 1( ) (2 ; 2 ; 0)t k kω =

. Для динамічно симетричного твердого тіла 
2 3I I=  цей рух є вимушеною регулярною прецесією. Для вектора кінетичного моменту тіла K

 в цьому випадку 
маємо: 2 2 2 2 21 2 2 14 4K I k I k const= + = . 
 
Еталонні моделі обертання, основані на нових представленнях двочастотних розв’язків. 
Перша еталонна модель обертання. В основу еталонної моделі обертання в цьому випадку покладено 
аналітичні залежності для кватерніона орієнтації (4) в умовах, коли значення параметрів η , ξ  і частот 1k , 2k  
задані. Останні можуть задаватися як з міркувань існуючих обмежень на кутову швидкість обертання об’єкта як 
твердого тіла, так і бути результатом апроксимацій реального руху об’єкта. Модель включає також аналітичні 
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залежності для квазікоординат у вигляді: 
* 1
1 2 2 1
2
(sin(2 ) sin(2 ))n n n
k k t k t
k
θ η
−
= − − ; * 12 2 2 1
2
(cos(2 ) cos(2 ))n n n
k k t k t
k
θ η
−
= − − ; *3 2 12( )n k k tθ ξ= − ∆ ,         (13) 
де 1n nt t t −∆ = − . 
 
Друга еталонна модель обертання. Модель включає аналітичні залежності для кватерніона орієнтації (10) 
із заданими значеннями параметрів η , ξ , частот 1k , 2k  і аналітичні залежності для квазікоординат: 
* 1
1 2 2 1 2
2
(sin(2 ) sin(2 )) 2n n n
k k t k t k t
k
θ ξ η
−
= − + ∆ ; * 12 2 2 1 2
2
(sin(2 ) sin(2 )) 2n n n
k k t k t k t
k
θ η ξ
−
= − − ∆ ; 
* 1
3 2 2 1
2
(cos(2 ) cos(2 ))n n n
k k t k t
k
θ
−
= − .                                                            (14) 
 
Чисельна реалізація двочастотних еталонних моделей обертання. Реалізуємо запропоновані двочастот-
ні моделі для конкретних значень частот і параметрів, такту обчислень 0,1сt∆ =  на інтервалі часу 200с . 
Для значень частот 1 0,15k = , 2 0,356k =  і параметрів 0,8η = , 0,6ξ =  результати реалізації еталонної мо-
делі для першого двочастотного розв’язку (4) у вигляді залежностей квазікоординат *niθ  від часу та траєкторій в 
конфігураційному просторі параметрів орієнтації представлені на рис. 1 та рис. 2 відповідно. 
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Рис. 1 – Залежність квазікоординат від часу для еталонної моделі першого двочастотного розв’язку при 
1 0,15k = , 2 0,356k = , 0,8η = , 0,6ξ = : а – по першій осі; б – по другій осі; в – по третій осі. 
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Рис. 2 – Траєкторії в конфігураційному просторі для еталонної моделі першого двочастотного розв’язку при 
1 0,15k = , 2 0,356k = , 0,8η = , 0,6ξ = : а – 1 0( )λ λ ; б – 2 0( )λ λ ; в – 3 0( )λ λ ; г – 2 1( )λ λ ; д – 3 1( )λ λ ; е – 3 2( )λ λ . 
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Рис. 3 – Залежність квазікоординат від часу для еталонної моделі другого двочастотного розв’язку при 
1 0,15k = , 2 0,25k = , 0,8η = , 0,6ξ = − : а – по першій осі; б – по другій осі; в – по третій осі. 
 
Залежності від часу квазікоординат для еталонної моделі другого двочастотного розв’язку при значеннях 
частот 1 0,15k = , 2 0, 25k =  і параметрів 0,8η = , 0,6ξ = −  представлені на рис. 3. Відповідні траєкторії в конфі-
гураційному просторі параметрів орієнтації для цього випадку наведено на рис. 4. 
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Рис. 4 – Траєкторії в конфігураційному просторі для еталонної моделі другого двочастотного розв’язку при 
1 0,15k = , 2 0,25k = , 0,8η = , 0,6ξ = − : а – 1 0( )λ λ ; б – 2 0( )λ λ ; в – 3 0( )λ λ ; г – 2 1( )λ λ ; д – 3 1( )λ λ ; е – 3 2( )λ λ . 
 
На рис. 5 представлені траєкторії у конфігураційному просторі параметрів, отримані для моделі регулярної 
прецесії на інтервалі часу 200с  з початковими умовами (0) (1, 0, 0, 0)Λ =  і (0) (0,012; 0,011; 0,015) рад/сω = − . 
Порівняння результатів, отриманих для еталонних моделей двочастотних розв’язків, з результатами реалі-
зації моделі регулярної прецесії дозволяє зробити висновок, що траєкторії, реалізовані для запропонованих дво-
частотних моделей в загальному випадку значень частот 1k , 2k  і параметрів η , ξ , суттєво відрізняються від 
траєкторій, отриманих для регулярної прецесії, і є більш складними. 
 
Точносний аналіз алгоритму орієнтації третього порядку на двочастотних еталонних моделях. Засто-
суємо побудовані чисельні реалізації двочастотних еталонних моделей для отримання оцінки точності алгорит-
му третього порядку, для якого кватерніон повороту * * *0( , )n n nλ λ∆Λ = ∆ ∆

 на такті 1[ , ]n nt t−  має вигляд [14]: 
* *2
0
11
8n n
λ θ∆ = − ,  * * *2 * *1
1 1 1(1 ) ( )
2 24 24n n n n n
λ θ θ θ θ
−
∆ = − + ×
   
,                                         (15) 
де *2 *2 *2 *21 2 3n n n nθ θ θ θ= + + . Для оцінювання точності алгоритму в якості похибки будемо визначати неусувну похи-
бку орієнтації – накопичений малий кут повороту (дрейф) обчисленого тріедру осей відносно його істинного 
положення, яке задається еталонною моделлю. Для цього використаємо методику визначення дрейфу, запропо-
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новану в [14].  
На рис. 6 представлені залежності похибки дрейфу від часу на інтервалі часу [0, 2000] сt ∈ , отримані з 
кроком 0,1 сt∆ =  на еталонних моделях обертання, які основані на першому та другому двочастотних 
розв’язках, для випадку ( ) 0,5831 рад/ctω = . Для порівняння на рис. 6 приведена відповідна залежність похибки 
дрейфу від часу, що отримана на еталонній моделі регулярної прецесії з початковими умовами (0) (1,0,0,0)Λ =  і 
(0) (0,15; 0,356; 0, 437) рад/сω = − , для якої також виконується умова ( ) 0,5831 рад/ctω = . 
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Рис. 5 – Траєкторії в конфігураційному просторі для еталонної моделі регулярної прецесії з початковими умовами 
(0) (1,0,0,0)Λ =  і (0) (0,15; 0,356; 0,437) рад/сω = − : а – 1 0( )λ λ ; б – 2 0( )λ λ ; в – 3 0( )λ λ ; г – 2 1( )λ λ ; д – 3 1( )λ λ ; е – 3 2( )λ λ . 
 
Аналіз приведених залежностей на рис. 6 дозволяє зробити наступні висновки: 
– похибка дрейфу (за однакових умов по модулю вектора кутової швидкості для всіх тестових рухів) зрос-
тає з часом, але швидкість зростання похибки дрейфу в умовах нових еталонних моделей перевищує швидкість 
зростання похибки дрейфу у випадку моделі регулярної прецесії; 
– найгіршим тестовим рухом з точки зору похибки дрейфу для вибраного алгоритму є еталонна модель, що 
основана на першому двочастотному розв’язку;  
– тестовий рух у вигляді регулярної прецесії не є найгіршим тестовим рухом для аналізу похибок алгорит-
мів орієнтації БІНС, як це вважалося раніше. 
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Рис. 6 –Залежності похибки дрейфу від часу для алгоритму 3-го порядку, отримані: а – на еталонній моделі (4), (13) першого 
двочастотного розв’язку; б – на еталонній моделі (10), (14) другого двочастотного розв’язку; 
в – на еталонній моделі регулярної прецесії. 
 
Висновки. Запропоновано два нові двочастотні розв’язки системи динамічних і кінематичних рівнянь обе-
ртання твердого тіла і отримано на їх основі еталонні моделі обертання. Чисельна реалізація еталонних моделей 
показала, що відповідний рух суттєво відрізняється від випадку класичної регулярної прецесії, та є більш склад-
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ним рухом. Реалізації еталонних моделей використані, як тестові рухи, для оцінювання похибки дрейфу алгори-
тму орієнтації третього порядку. При цьому похибка дрейфу, що має місце для запропонованих моделей, значно 
більша, ніж та, що має місце для моделі регулярної прецесії з таким самим модулем вектора кутової швидкості. 
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